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Óscar A. Rosas-Jaimes† y Luis Alvarez-Icaza‡
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Resumen—Se proponen diversos esquemas para
identificar las velocidades de onda de tráfico libre y
congestionado del modelo de tráfico de transmisión
por celdas. El esquema utiliza datos obtenidos por
mediciones directas en un tramo de autopista durante
un d́ıa de operación normal. Los datos son filtrados
y luego procesados por mı́nimos cuadrados normales
y extendidos. El esquema de identificación conmuta
entre dos algoritmos, uno para tráfico libre y el otro
congestionado. La elección del algoritmo a utilizar
depende de las mediciones en la frontera del tramo bajo
análisis. Los resultados obtenidos permiten reconstruir
la densidad vehicular en puntos claves del tramo con
buena precisión.

Palabras clave: tráfico en carreteras, identificación
de parámetros, filtrado de Señales.

I. Introducción

La incorporación de sistemas de control o moni-
toreo en carreteras o cualquier otro tipo de v́ıa para
veh́ıculos automotores se debe principalmente a la
necesidad de encontrar formas óptimas de utilizar
esta infraestructura. En muchas ocasiones, a través
de la implantación de tales sistemas se logra un
mejor desempeño que el obtenido al llevar a cabo
nuevas construcciones. Con este tipo de sistemas
es posible realizar el monitoreo o el control de
una sección o grupo de secciones de una red de
caminos vehiculares (Álvarez Icaza y Horowitz 1997;
Broucke y Varaiya 1996; Papageorgiou et al. 1991;
Papageorgiou y Kotsialos 2002) obteniéndose, por
ejemplo, una reducción en el tiempo promedio de
viaje de los usuarios (Álvarez Icaza y Rosas Jaimes
2003; Rosas Jaimes 2003).

Todos estos sistemas automatizados necesitan de
información de variables o salidas del modelo para
poder funcionar. Una buena proporción de estos
datos se puede obtener directamente por mediciones

†Estudiante de doctorado; ORosasJ@iingen.unam.mx .
‡Investigador y corresponsal; alvar@pumas.iingen.unam.mx

.

en algunos puntos de las autopistas. El resto deben,
sin embargo, estimarse por distintos medios.

Este art́ıculo utiliza como base el modelo de
tráfico vehicular de transmisión por celdas propuesto
en Daganzo (1994) y Daganzo (1995)), el cual se
caracteriza por postular velocidades de onda con-
stantes, v y w, para flujo libre y congestionado,
respectivamente. Más que por medición directa, los
valores de estas velocidades pueden ser encontrados
por la estimación en el tiempo realizada a partir de
las mediciones de flujo vehicular disponibles, pues
con ello se consiguen valores más precisos y con una
mejor distribución espacial. Un motivo importante
para identificar los valores de las velocidades de onda
v y w, es su utilización para el control de rampas de
acceso.

Por otra parte, es bien conocido el hecho de que
todo proceso de medición contiene ruido, es decir,
señales ajenas a la que se desea medir. Este ruido
es indeseable y se prefiere minimizar sus efectos
en las mediciones. Esto se consigue a través de
filtros que no sólo sean capaces de lograr tal acción,
sino que dejen sin alteración la señal de interés.
Para la identificación de las velocidades de onda
mencionadas, se han utilizado filtros que reducen los
efectos de las señales no deseadas, sobre un conjunto
de datos de tráfico obtenidos de un tramo de la
autopista I-210 West, en el sur de California, en los
Estados Unidos de América. Este tramo de autopista,
aśı como la ubicación de los instumentos de medición
de flujo y densidad vehiculares, serán descritos y
señalados más adelante.

El presente documento contiene en la siguiente
sección la descripción del filtro utilizado para las
mediciones. La sección III se enfoca al diseño de los
esquemas de identificación utilizados para estimar las
velocidades de onda de flujo libre v y congestionado
w. Los resultados se presentan en la sección IV.
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Fig. 1. Sección de carretera I-210 West

II. Diseño del filtro

La Fig. 1 muestra un esquema de la sección I-
210 West sobre la que se realizaron las pruebas del
esquema de identificación propuesto en este trabajo.
El tramo de autopista se ha dividido para su análisis
en secciones o celdas, entre las que se supone se in-
tercambian, en una dirección de izquierda a derecha,
flujos yi(t) de veh́ıculos que salen de una celda i
para entrar en una subsecuente i+1. Existen además
flujos vehiculares complementarios que ingresan o
salen de la autopista por las rampas de acceso y
salida, respectivamente, denominados rj(t) y dl(t)
respectivamente. En un instante de tiempo t, en
cada celda existe una densidad vehicular ki(t) que
representa el número promedio de veh́ıculos1 ni(t)
por unidad de longitud presente en la celda a lo
largo de su longitud Li, es decir, ki(t) = ni(t)/Li.

Existen instrumentos que miden flujo y densidad
en algunos puntos del tramo de autopista considera-
do. La colocación de estos instrumentos está fija de
antemano y su lugar de ubicación es un problema
fuera del alcance del trabajo aqúı presentado. De
esta forma, se miden los flujos y1, y5, y9, aśı como
los que ingresan por las rampas de entrada r1 y r2 y
los que salen por d1 y d2; también se obtienen datos
medidos de densidad k1, k5 y k8.

Como anteriormente se ha señalado, en la práctica
las mediciones van acompañadas de ruido. Para el
presente caso se formuló como hipotesis preliminar
que las mediciones tanto de gasto y, r, d como
de densidad k vehiculares vaŕıan lentamente en
relación con las señales de ruido. Esto significa que la
frecuencia de muestreo para medición es menor a las
frecuencias no deseadas de ruido en los instrumentos.
Parece lógico entonces buscar el diseño de un filtro
pasa-bajas que aisle las señales a ser medidas del
ruido propio de los medidores. Se propuso un filtro

1Este número de veh́ıculos considera todos los posibles
carriles en la celda.

pasa-bajas simple, de primer orden, de la forma

T (s) =
c

s + a
(1)

para el filtrado de los datos. El periodo de muestreo
de las medicions disponibles es ∆t = 5s. Por ello las
señales ruidosas exhibirán una frecuencia alrededor
de fr = 0.2s−1, mientras que las señales medidas
deben tener información en frecuencias fv mucho
menores, es decir, que fv � fr. Si se define la
frecuencia de corte para el filtro en la Ec. (1) en
f = 0.01s−1, se tiene que a = 0.01, c = 0.01. Como
es normal en estos casos, el filtro se aplica tanto al
conjunto de datos considerados como entrada, como
al conjunto de datos de salida.

En la Fig. 2 se muestra el efecto del filtrado a los
datos correspondientes al flujo y1, correspondiente
con la entrada principal a la sección I-210 West. Con
trazo suave se observa la señal tal cual es adquirida
por el sensor de medición instalado. Puede notarse,
con trazo más oscuro, la señal ya filtrada y notar su
aspecto menos ruidoso.

III. Identificación de los parámetros de velocidad

A. Identificación por mı́nimos cuadrados

Como ya se mencionó, para realizar la identifi-
cación de la velocidades de onda v y w se utilizará
como base el modelo de tráfico de transmisión por
celdas propuesto en Daganzo (1994) y modificado
posteriormente para trabajar por densidad en Munoz
et al. (2003). Las expresiones usadas en este último
modelo para el flujo entre celdas y la densidad
vehicular son2

yi(t) = min {vi−1
ni−1(t)
Li−1

, wi
Ni − ni(t)

Li
}∆t (2)

ni(t + ∆t) = ni(t) + yi(t) − yi+1(t) (3)

2Nótese que no se incluye el término qmax,i, como original-
mente establece Munoz et al. (2003), debido a que se considera
que este valor es el punto común de los dos argumentos que śı
se escriben en la Ec. (2).
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Fig. 2. Efecto del filtrado sobre los datos del flujo y1

donde no se han incluido, por simplicidad, los
términos relacionados con rampas de entrada o
salida.

Para el proceso de identificación se supone que
todas las celdas del tramo bajo análisis están en
el mismo régimen de tráfico: libre o congestionado.
Esta hipótesis permite reducir el número de modelos
equivalente para todas las posibles selecciones en el
operador min de la Ec. (3) para las ocho secciones
de 256 a 2. Esta hipótesis es razonable si se considera
que el número de carriles en el tramo bajo análisis
es constante para todas las celdas y que en estas
condiciones todos los posibles modelos, salvo los
mencionados, no tienen puntos de equilibrio estables
para flujos de entrada de variación no muy rápida3.

A partir de lo anterior, y para el caso de la
carretera I-210 west, si se toman en cuenta los flujos
de entrada y salida de este tramo, los diferentes
valores de longitud Li, número de veh́ıculos ni y
velocidades vi o wi en cada celda en que se ha
dividido el tramo, se combinan las Ecs. (2) y (3), y si
se define ai(t) = ni(t)

Li
∆t, se tiene que para el caso de

flujo vehicular libre las ecuaciones de conservación

3Para más detalles consultar Munoz et al. (2003) o Álvarez
Icaza et al. (2003).

vehicular se pueden arreglar matricialmente como
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1(t + ∆t) − n1(t) − y1(t)
n2(t + ∆t) − n2(t) − yr1(t)

...
n7(t + ∆t) − n7(t) + yd2(t)

n8(t + ∆t) − n8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1(t) 0 · · · 0 0
a1(t) −a2(t) · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · −a7(t) 0
0 0 · · · a7(t) −a8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v1

v2

...
v7

v8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4)

La Ec. (4) puede a su vez expresarse como

SL(t + ∆t) = ΦT
L(t)θL(t) (5)

donde ΦT
L(t) es la matriz de regresores, en la que

se considera que todos sus elementos son conocidos,
SL(t+∆t) es el vector de señales observadas o salidas,
también accesibles por medición o estimación, y
θL(t) es el vector de parámetros a identificar, cuyos
elementos son los valores de la velocidad de flujo libre
vi para cada una de las ocho celdas.

Para encontrar el vector de parámetros estimados
θ̂L(t) se necesita que sus valores sean tales que su
producto con los regresores ΦT

L(t) sea lo más cercano
posible a los valores de las mediciones SL(t+∆t), es
decir, que los residuos

ε(t) = SL(t + ∆t) − ŜL(t + ∆t)
= SL(t + ∆t) − ΦT

L(t)θ̂L(t)

se minimicen. Los valores de las velocidades v y
w se identificarán por mı́nimos cuadrados en forma
recursiva. La intención es que el esquema se pueda
implantar finalmente en tiempo real. Para probar
el esquema de identificación se utilizaron, sin em-
bargo, datos previamente colectados para un d́ıa de
operación del tramo de autopista, sobre los que se
aplicó el esquema recursivo. En este caso, la matriz
de covariancia P (t) se calcula de

PL(t) = PL(t − ∆t) − PL(t − ∆t)ΦL(t)
[
I + ΦT

L(t)PL(t − ∆t)ΦL(t)
]−1 · ΦT

L(t)PL(t − ∆t)
(6)

y la actualización del vector de parámetros estimados
θ̂L(t) según

θ̂L(t) =θ̂L(t − ∆t) + αPL(t − ∆t)ΦL(t) (7)
[
I + ΦT

L(t)PL(t − ∆t)ΦL(t)
]−1

[
SL(t + ∆t) − ΦT

L(t)θ̂L(t)
]
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donde α es un factor de retardo que retrasa la ac-
tualización introducido para mejorar la convergencia
numérica.

Se diseñó un esquema similar para identificar los
valores de las velocidades de onda en flujo congestio-
nado, wi. En este caso, se define bi(t) = Ni−ni(t)

Li
∆t,

se elige el segundo término en la minimización de la
Ec. (2) y se desarrolla la Ec. (3) para cada celda.
Arregladas matricialmente, estas ecuaciones quedan
en la forma

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1(t + ∆t) − n1(t)
n2(t + ∆t) − n2(t) − yr1(t)

...
n7(t + ∆t) − n7(t) + yd2(t)
n8(t + ∆t) − n8(t) + y9(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b1(t) −b2(t) · · · 0 0
0 b2(t) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · b7(t) −b8(t)
0 0 · · · 0 b8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w1

w2

...
w7

w8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(8)

que a su vez puede expresarse como

SC(t + ∆t) = ΦT
C(t)θC(t) (9)

Tanto la matriz de covariancia P (t)C como la
actualización del vector de parámetros estimados
θ̂C(t) se calculan en forma similar que en las Ecs. (6)
y (7).

B. Identificación por mı́nimos cuadrados extendidos

A pesar de haber filtrado los datos para realizar la
identificación, aún es posible pensar en la presencia
de ruido en frecuencias similares a la de los datos. Por
ello se hace la suposición de que existe ruido alrede-
dor de f = 0.2s−1, que corresponde con el periodo de
muestreo en la adquisición de las mediciones, y que
en las frecuencias de interés el ruido es blanco. El
enfoque empleado para detectar este ruido es el de
mı́nimos cuadrados extendidos, donde ahora además
de buscar el valor de los parámetros vi y wi se busca
también el valor ci que corresponde con la amplitud
del ruido blanco en cada celda. Aśı, si se parte de las
Ecs. (2) y (3) y se añade el término ciεi para cada
celda, se tiene una expresión análoga a la Ec. (4)
para tráfico en régimen libre

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1(t + ∆t) − n1(t) − y1(t)
n2(t + ∆t) − n2(t) − yc1(t)

...
n7(t + ∆t) − n7(t) + yd2(t)

n8(t + ∆t) − n8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1(t) 0 · · · 0 0
...

a1(t) −a2(t) · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · −a7(t) 0
...

0 0 · · · a7(t) −a8(t)
...

... ε1(t) 0 · · · 0 0

... 0 ε2(t) · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

... 0 0 · · · ε7(t) 0

... 0 0 · · · 0 ε8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v1

...
v8

c1

...
c8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(10)

La expresión correspondiente para el flujo conges-
tionado es⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1(t + ∆t) − n1(t)
n2(t + ∆t) − n2(t) − yc1(t)

...
n7(t + ∆t) − n7(t) + yd2(t)
n8(t + ∆t) − n8(t) + y9(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b1(t) −b2(t) · · · 0 0
...

0 b2(t) · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · b7(t) −b8(t)
...

0 0 · · · 0 b8(t)
...

... ε1(t) 0 · · · 0 0

... 0 ε2(t) · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

... 0 0 · · · ε7(t) 0

... 0 0 · · · 0 ε8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w1

...
w8

c1

...
c8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(11)

Buscando una mayor precisión en el modelado del
ruido, se asumió que exist́ıa ruido blanco coloreado
a través de un filtro de primer orden, es decir, a las
matrices de regresores en las Ecs. (10) y de (11) se les
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agregan columnas con términos de ruido con atraso
ε(t − ∆t). De esta forma ahora se busca identificar
para cada celda además de las velocidades de onda,
vi, wi, los coeficientes del filtro de primer orden, ci

y di. A este esquema se le denominó doblemente ex-
tendido. Las expresiones derivadas para esta versión
de mı́nimos cuadrados extendidos son similares a las
Ecs. (10) y (11) y no se incluyen.

Es conveniente señalar que las expresiones recur-
sivas usadas en estos métodos extendidos tanto para
P (t) como para θ̂(t) no sufren mayores alteraciones
con respecto a las de mı́minos cuadrados simple, sal-
vo que sus dimensiones deben ser congruentes con las
nuevas dimensiones de la matriz de regresores y del
vector de parámetros desconocidos, respectivamente.

IV. Resultados

Los tres algoritmos de identificación por mı́nimos
cuadrados propuestos tienen una versión para flujo
libre y otra para flujo congestionado. Cuando la
última celda del tramo está en flujo libre, se emplea
en todas las celdas la versión correspondiente a flujo
libre y la correspondiente a flujo congestionado se
congela; lo contrario ocurre cuando la última celda
tiene flujo congestionado. Es por esta razón que en las
siguientes figuras que se presentan a continuación se
nota claramente que existen intervalos de tiempo en
que los valores de vi o de wi permanecen constantes.

Es conveniente mencionar que los distintos valores
de las densidades no medidas se obtuvieron mediante
un estimador basado en el modelo de transmisión
de tráfico por celdas de las Ecs. (2) y (3)4. Este
estimador emplea los valores de velocidades de onda
identificados con los algoritmos aqúı presentados. De
esta forma se tiene un ciclo cerrado en el cual es posi-
ble realizar la estimación de densidades vehiculares
ki y la identificación de los parámetros de velocidad
vi y wi.

La Fig. 3 muestra los valores de velocidad vi

para las ocho celdas en que se divide I-210 West,
obtenidos con mı́nimos cuadradros simples. Puede
verse que estos valores vaŕıan con el tiempo y entre
śı. A manera de referencia, es posible comparar estos
resultados con el valor constante v = 28m

s que se
consideró como representativo de esta velocidad en
trabajos anteriores (véanse Álvarez Icaza y Rosas
Jaimes (2003), Rosas Jaimes (2003)).

La Fig. 4 muestra por su parte lo que resulta de la
identificación de la velocidad de flujo congestionado
wi, la que a su vez puede compararse con el valor
constante supuesto representativo de wi = 6m

s .

4Para más detalles sobre el estimador empleado, véase Rosas
Jaimes (2003).
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Fig. 3. Identificación de la velocidad de flujo libre vi con
mı́nimos cuadrados simples

5 6 7 8 9 10 11 12
5.95

5.96

5.97

5.98

5.99

6

6.01

6.02

6.03

6.04

6.05
Identificacion

tiempo [horas]

w
(1

...
8)

Fig. 4. Identificación de la velocidad de flujo libre wi con
mı́nimos cuadrados simples

Para el esquema de identificación de mı́nimos
cuadrados extendidos, los resultados para la veloci-
dad de flujo libre vi se muestran en la Fig. 5, mientras
que la Fig. 6 muestra los resultados para wi.

Los resultados de identificación de vi para el esque-
ma de mı́nimos cuadrados doblemente extendido se
muestran en la Fig. 7, mientras que la Fig. 8 muestra
los correspondientes para wi.

Para complementar este análisis, es conveniente
comparar los niveles de variación de los resultados
encontrados. Para ello, se recurrió al cálculo de va-
rianzas de las velocidades de onda de cada celda, para
cada uno de los esquemas probados y tomando en
cuenta únicamente aquellos datos que corresponden
al régimen, libre o congestionado, que se encuentra
activo en determinado momento. La Tabla I muestra
dichos cálculos.

La Tabla I incluye también, en último renglón,
las varianzas σs de cada columna. En estas últimas,
puede verse que el grado de variación de los valores
del esquema de mı́nimos cuadrados simples (MCS),
es el que más fluctuaciones tiene. En cambio, los
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MCS MCE MCEE
σ(vi)[

m
s

] σ(wi) × 10−4[ m
s

] σ(vi) × 10−4[ m
s

] σ(wi) × 10−4[ m
s

] σ(vi)[
m
s

] σ(wi) × 10−4[ m
s

]
i = 1 0.044 1.050 0.250 0.325 0.000 0.280
i = 2 0.116 1.235 1.346 0.217 0.000 0.182
i = 3 0.204 2.036 0.868 0.100 0.002 0.071
i = 4 0.113 0.460 2.707 0.017 0.003 0.017
i = 5 0.125 0.376 8.812 0.008 0.005 0.010
i = 6 0.084 0.556 81.51 0.004 0.012 0.006
i = 7 0.267 1.012 228.7 0.001 0.030 0.004
i = 8 0.184 0.459 420.8 0.000 0.048 0.003

σs 0.005 3.169 × 10−9 2.382 × 10−4 1.528 × 10−10 3.074 × 10−4 1.083 × 10−10

TABLA I

Varianzas para cada celda, para cada régimen de flujo, en cada esquema de identificación
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Fig. 5. Identificación de la velocidad de flujo libre vi con
mı́nimos cuadrados extendidos
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Fig. 6. Identificación de la velocidad de flujo libre wi con
mı́nimos cuadrados extendidos

esquemas de mı́nimos cuadrados extendidos (MCE)
y los doblemente extendidos (MCEE) muestran una
varianza en sus valores mucho menor. Con base
en estos resultados, parece lógico sugerir utilizar el
esquema de mı́nimos cuadrados extendidos (MCE),
cuyos grados de variación σs(vi) y σs(wi) son bas-
tante bajos y aceptables, además de requerir un
menor esfuerzo de cálculo en comparación con el
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Fig. 7. Identificación de la velocidad de flujo libre vi con
mı́nimos cuadrados doblemente extendidos
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Fig. 8. Identificación de la velocidad de flujo libre wi con
mı́nimos cuadrados doblemente extendidos

esquema doblemente extendido.
Finalmente, para mostrar los resultados que se

obtienen con estos esquemas de identificación se
incluyen en la Fig. 10 cuatro curvas con la densidad
vehicular en la celda 5 que corresponden a los
datos medidos y a los datos proporcionados por el
estimador de densidad vehicular mencionado cuando,
este usa las velocidades de onda proporcionadas por
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los tres esquemas de identifación probados en este
art́ıculo.
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datos filtrados
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con identificación doblemente extendida

Fig. 9. Densidad en la celda 5 según datos medidos y las
velocidades de onda identificadas por los diferentes algoritmos
que se emplean en el estimador de densidades.

V. Conclusiones

Se presentan tres esquemas para identificar las
velocidades de onda para tráfico libre y conges-
tionado del mo-delo de transmisión por celdas. La
identificación se realiza sobre datos recolectados en
un tramo de prueba de una autopista en California.
Estos esquemas, al combinarse con un estimador de
densidad, permiten la recontrucción de todo el estado
del tráfico en tramos de autopista cuando no hay
mediciones completas. Los resultados son útiles para
implantar algoritmos de control de acceso. De los tres
esquemas propuestos el de mı́nimos cuadrados ex-
tendidos ofrece el mejor compromiso entre precisión
de los resultados y complejidad computacional. Los
resultados obtenidos concuerdan cuantitavivamente
con evidencia emṕırica y la reconstrucción de la
densidad vehicular tiene una precisión aceptable.
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